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Rysunek 1: Schemat kinematyczny robota

Gy, Gy - sity cigezkodci odpowiednio cztonu
wahliwego oraz két robota

R, R, - sily pochodzace pochodzace od kot
dzialajace na czton wahliwy

R, - sila, z ktérg podloze dziata na robota

T - sita tarcia pomiedzy kotami a podtozem
u - sita wymuszajaca

m, M - masy odpowiednio cztonu wahliwego
oraz uktadu kot

J - moment bezwladnosci wzgledem $érodka
ciezkosci czlonu wahliwego

0 - kat odchylenia osi robota od osi pionowej
x - polozenie podstawy w osi zgodnej z usta-
wieniem robota

0 - predko$é katowa

T - predko$é¢ podstawy

[ - odlegtosé¢ érodka ciezkosci cztonu wahliwe-
go od osi obrotu

Zalozeniem modelu matematycznego jest pominiecie sity odsrodkowej wystepujacej w cztonie
wahliwym ze wzgledu na pomijalne wartosci drugiej potegi predkosci katowej &.
Korzystajac z Il zasady dynamiki Newtona, mozemy rozpisa¢ réwnania ruchu dla ukladu

dwoch kot:



u—R, +T=M2 (1)
R,—G,—Ry=0

Analogicznie, mozemy rozpisa¢ réwnania ruchu dla cztonu wahliwego:

R, = mxy,
R, — Gy = myy

Wprowadzajac dodatkowe geometryczne zaleznosci otrzymujemy:

3)

Ty =+ 1siné
Y = L cos B

Przeksztalcajac odpowiednio uklad réwnan (2) oraz korzystajac z zaleznosci G, = mg otrzy-
mujemy wzory pozwalajace wyrugowac sily R, i R, z réwnan ruchu:

"2 .
R,=m (:I: —1 (9) sin 6 + l@cos@)
i} 2 (4)
Ry, =mg+ml (—9 sinf — (0) cos 9>

Wprowadzmy dodatkowo réwnanie Eulera dla cztonu wahliwego wokot érodka ciezkosci, wiazace
przyspieszenie katowe czlonu z dzialajacymi na niego momentami:

JO = Rylsinf + Rl cos (5)
Za pomoca uktadu réwnan (4) mozemy wyrugowaé z réwnania niewiadome sily reakeji R, i Ry:

JO = {mg—i—ml (—ésin& — (9)2c039>] Isinf + [m (a; —l(é)zsinﬂ—klécosﬁﬂ lcos® (6)

Po uproszczeniu réwnania (6) mozemy uzyskaé pierwsze z potrzebnych réwnan do sformutowania
réwnan stanu ukltadu:

<J+ml2) 6 = ml (gsin @ + & cos 0) (7)
Wracajac do réwnania pierwszego réwnania z ukladu réwnan (1) i podstawiajac do niego réw-
nania (4) oraz korzystajac z zaleznosci T' = —bi: otrzymujemy:
2 ; _
mdﬁ—mlsinﬁ(ﬁ) +mlcosb6 +bi =u— Mz (8)

Po odpowiednich przeksztalceniach otrzymujemy drugie réwnanie, ktére wraz z réwnaniem (7)
tworzy komplet réwnan opisujacych ruch opisywanego uktadu:

{ (m+ M) & =ml (sinH(é)2—cosﬁé>—bx'+u o)

(J +mi?) 6 = mi (gsinf — & cosb)
Powyzszy uklad réownan jest nieliniowy, zatem konieczna jest linearyzacja modelu wokot
punktu réwnowagi tj. punktu (xg,0) = (0, 0). Z tego powodu wszystkie czlony cos 6 przyblizamy

2
wartoscig 1, funkcje sin 8 - wartoscig kata 6 oraz przyjmujemy, ze (0) ~ 0. Uktad réwnan po
wprowadzeniu powyzszych zalozen ma postac:

{(m+M)£z—ml§—ba’c+u (10)

(J +mi?) 6 = ml (g6 — i)



Uktad réwnan (10) posiada réwnania rézniczkowe liniowe sprzezone ze soba, zatem konieczne
jest ich rozprzezenie. Wyznaczamy czton & z pierwszego réwnania i podstawiamy do drugiego:

u—mll — bi
r=- - 11
i T (11)

. ml (u —mlf — b:b)

2
(7 +mi2) § mglf — i (12)
(J (m+ M)+ M*P)§ = mglf (m + M) — miu + mibi (13)
P mgll (m + M) + mlbz — mlu (14)
J (m+ M) + M?[?
Korzystajac z réwnania 14 podstawiamy wartosé 6 do réwnania 11:
u— mi mgld(m+M)—mlut+mibi bi
P J(m+ M)+ M212 (15)

m+ M
. =m0 (m+ M) + (=bi +u) (J (m + M) + 1 (m? + M?)) (16)
B (m+ M) (J (m + M) + M2)

Roéwnanie (16) wraz z rownaniem (14) stanowia komplet réwnan opisujacych ruch projek-
towanego przeze mnie robota. Po wprowadzeniu zestawu czterech zmiennych, uktad moze by¢
reprezentowany przez réwnania zmiennych stanu w postaci macierzowej. Wprowadzamy zatem

wektor zmiennych x = {w, 0, x, 0} , wymuszenie w postaci wektora jednoelementowego u = [u]

oraz wektor sygnalu wyjSciowego w postaci odchylenia robota oraz jego polozenia, a zatem
y = [z, G]T. Réwnania zmiennych stanu bedg mialy postaé:

x=Ax+B
{ y=0Cx (17)
gdzie macierze A, B, C sg odpowiednio postaci:
0 0 1 0
0 0 0 1
A=, —m2gl? “b(J(mA M)H2(mP4M2)) (18)
J(m+M)+M21? (m+M)(J(m+M)+M?212)
0 mgl(m+M) mlb 0
J(m~+M)+M?2[2 J(m+M)+M?2i2
0
0
B= J(mAM)+12(m2+M?) (19)
G+ (T RN 212)
J(m+Mn;+M212
1 000
C= l 01 00 ] (20)

2 Sterowanie za pomocg sprzezenia zwrotnego od zmiennych
stanu

Podstawmy do réwnan zaltozenia parametrow robota, czyli:
b=0.1%
S



m = 3kg, M = 0.3kg
J = 0.5kgm?
[=0.1m

Dostajemy macierze stanu:

0 0 1 0
0 0 0 1
A= 0 —0.5348 —0.0320 0 (21)
0 5.8828 0.0182 O
0
0
B= 0.3196 (22)
—0.1817
1 000
C_[O 10 01 (23)

Sprawdzmy stabilno$é¢ uktadu zwiazanego z robotem. W tym celu zbadajmy wartosci wlasne
s macierzy A, korzystajac z zaleznodci:

det (sI—A)=0 (24)

Dostajemy wyniki: s1 = 0, so = 2.4246, s3 = —2.4263, s, = —0.0303.

Rozwiazanie powyzszego rownania prowadzi do wnioskéw, ze nie kazdy z biegunéw trans-
mitancji uktadu jest po lewej stronie osi urojonej na plaszczyznie zespolonej. Z tego powodu
uklad mozemy uznaé za niestabilny, a zatem w celu jego poprawnego dzialania, konieczne jest
zastosowanie odpowiedniego sterowania. W moim projekcie zdecydowatem sie na sterowanie z
wykorzystaniem sprzezenia zwrotnego od zmiennych stanu. Pierwszym krokiem w celu jego re-
alizacji jest sprawdzenie, czy uklad jest sterowalny.

Wprowadzmy zatem macierz Kalmana o rozmiarze 4x4:
Q= [B|AB| A’B | A®B| (25)

Zgodnie z kryterium Kalmana sterowalno$é¢ uktadu zalezy od rzedu macierzy . Sprawdzmy
zatem wyznacznik macierzy:

0 0.3196 —0.0102 0.0975
0 —0.1817 0.00568 —1.0692
det 0.3196 —0.0102 0.0975 —0.0062 | —0.1049 70 (26)

—0.1817 0.0058 —1.0692 0.0359

Zatem macierz (2 jest pelnego rzedu i opisywany uklad jest ukladem sterowalnym.

Wprowadzenie sprzezenia zwrotnego poprzez odpowiednie sterowanie warto$cia wymuszenia
u = —Kx zmienia rownania stanu do postaci:

{ x = (A - BK)x @)

y =Cx



gdzie: K = [k1, ko, k3, k4]

W celu otrzymania wartosci komérek macierzy wzmocnienia K mozemy postuzy¢ sie metoda
Ackermanna tj.:
K =1[0,0,0,1]2 "¢ (A) (28)

gdzie ¢ (A) jest podstawieniem macierzy A do wyjéciowego rownania charakterystycznego. Po-
liczmy zatem odwrotnosé macierzy €2 oraz ¢ (A):

0.1000  0.0000  3.3000  0.3000
3.3000  0.3000 —0.0179 —-0.0315

-1

=1 00179 —0.0315 —0.5610 —0.9864 (29)
—0.5610 —0.9864 —0.0000 —0.0000

@ (s) = (s —s1) (s —52) (s — 53) (5 — 54) (30)

Przyjmuje, ze transmitancja wyjsciowego uktadu powinna sktadaé sie¢ z biegunéw o charak-
terze zespolonym z ujemng czescig rzeczywista. Wprowadzenie biegunéw z niezerows czescig
urojona pozwala na wywotanie oscylacji w czlonie wahliwym, ktére pozwoli na szybsze ustabi-
lizowanie uktadu. Przeregulowanie wywotane zbyt mocna odpowiedzig uktadu nie przeszkadza
w dzialaniu robota. W celu wlasciwego dobrania docelowych biegunéw robota, postuzytem sie
srodowiskiem Matlab z pakietem Simulink.
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Rysunek 2: Model w postaci schematu blokowego

Postuzenie sie symulacja utatwilo dobér biegunéw transmitancji, ktére w ostatecznosci zo-
staly ustalone jako: s12 =4 % j0.03, s34 = 4.2. Dane bieguny pozwolily na dostatecznie szybki
powrét robota do stanu réwnowagi po chwilowym z niej wyprowadzeniu, jednoczesnie nie wy-
magajac zbyt duzej silty napedowej. Dobor omawianych biegunéw wiazal sie z docelowa postacia
transmitancji:



¢ (s) = s* + 16.45% 4+ 100.8415% + 275.5285 + 282.256 (31)

Zatem komorki macierzy sterowania beda mialy wartosé:

K = [—158.3338, —865.7286, —154.6597, —362.0401] (32)

Wykres zaleznoéci kata 60 i x po wytraceniu z rownowagi od czasu zostal umieszczony ponizej:

Zaleznosc wychylenia wahadta w zaleznosci od czasu
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Rysunek 3: Wykres zaleznosci kata 6 od czasu

Zaleinosc¢ potozenia podstawy wahadia w osi x od czasu
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Rysunek 4: Wykres zaleznosci x od czasu



3 Projekt robota

Nastepnym etapem przy projektowaniu dwukolowego robota balansujacego bylo stworzenie
tréjwymiarowego modelu wszystkich znaczacych elementéw mechanicznych w programie So-
lidWorks. Zastosowana zostata prosta konstrukcja, umozliwiajaca umieszczenie catego potrzeb-
nego osprzetu elektronicznego. Oprécz tego, w projekcie przewidziane zostaly dodatkowe miejsca
robocze. Na ponizszym rysunku zostalo zaprezentowane tréojwymiarowe zlozenie robota.

Rysunek 5: Model ztozeniowy robota

Elementy odpowiadajace za stopnie mocy robota skladaja sie z akumulatora zelowego o na-
pieciu 12V oraz pojemnosci 2,2Ah oraz dwdch jednostek napedowych. Kazda z nich to potaczenie
silnika szczotkowego pradu stalego Pololu zaprojektowanego do pracy z napieciem 12V oraz prze-
ktadni 70:1. Tak skonstruowany naped zapewnia moment sity 1,37Nm na koto oraz maksymalne
obroty 150 obr./min. Takie parametry pracy spelniaja warunki, potrzebne do odpowiedniego
sterowania robotem. Pozostale elementy elektroniczne skiadaja sie z mikrokontrolera Arduino
UNO - odpowiadajacego za gromadzenie danych z czujnikéw oraz sterowanie napedami, jed-
nostki IMU - zyroskopu i akcelerometru - stuzacej do pomiaru wychylenia i predkosci obrotowej
robota, enkoderéw impulsowych na napedach oraz sterownika dwukanatowego silnikow Pololu
MC33926.



4 Prototyp

Koficowym etapem pracy bylo wykonanie prototypu robota. Element wahliwy robota zostal
ztozony z drewnianych desek przycietych na wymiar. Zostaly one wsparte 4 nagwintowanymi
pretami i polaczone wraz z uzyciem tulejek dystansowych. Mocowanie uktadéw napedowych
zrealizowano za pomocg dedykowanych katownikow. Kota o érednicy 90mm potaczono z watami
silnikéw hubami mocujacymi.

Rysunek 6: Prototyp

Tak skonstruowany robot zostal poddany testom ukladu sterowania. Zadanie sygnalu steru-
jacego w postaci zerowego wychylenia spowodalo niegasngce oscylacje. Robot nie przewracal sie,
jednakze proba stabilizacji nie przyniosta zadowalajacych rezultatéw. Prawdopodobna przyczy-
na wystepowania takiego zjawiska byto zastosowanie niskiej jako$ci moduléw elektronicznych.
Pomiary z jednostki IMU byly obarczone sporym btedem, ktéry to przektadat sie dalej na btedny
sygnal wyjsciowy do napedow. Kolejna rzecza, ktora pogarszata jakoéé sterowania bylto opdznie-
nie wystepujace pomiedzy rzeczywista zmiana stanu robota i odpowiedzia (pomiedzy sygnatem
wejsciowym 1 wyjsciowym). Te zjawiska powodowaly zte dostosowanie predkosci obrotowej kot
robota do aktualnego wychylenia, najczeéciej powodujac zbyt duze przeregulowanie.

5 Whnioski

Projekt robota zostal wykonany od poczatku z uwzglednieniem wszystkich krokow posrednich -
od modelu matematycznego, przez projekt mechaniczny, elektroniczny - az do prototypu. Dzieki
temu, mozliwe byto zglebienie wszystkich tajnikéw wiedzy inzynierskiej i projektowej. Czesci
mechaniczne prototypu zostaly wykonane w domowy sposéb w warunkach garazowych. Jest to



przyczyng niedoktadnosci wykonania, co jest znaczna przeszkoda przy sterowaniu robotem na
podstawie wczesniej wyprowadzonego modelu matematycznego. Spowodowalo to niedoktadne
utrzymywanie zadanego zerowego uchybu przez robota. Rozwigzaniem problemu niedoktadnego
sterowania z poziomu mechaniki mogloby by¢ zastosowanie wiekszej precyzji przy wytwarzaniu
czedci. W kwestii elektronicznej, zastosowanie profesjonalnych modutéow o lepszych parametrach
spowodowaloby poprawe w pracy robota. Dodatkowym czynnikiem, ktéry mégtby wplynaé pozy-
tywnie na jako$¢ sterowania bylaby zamiana napedéw na jednostki lepszej jakosci i z mniejszymi
luzami w przektadniach.



